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Abstrakt
Tato práce se zabývá tématikou centralit vrcholu˚ v hranoveˇ ohodnocené komplexní síti.
Prˇesneˇji se zabývá centralitami Degree, Closeness, Betwenness a PageRank.
V práci jsou popsány jednotlivé centrality a návrh a analýza implementace aplikace,
schopné spocˇítat tyto centrality pro kolekce dat. Nakonec jsou v práci uvedené experi-
menty provedené nad kolekcemi dat.
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Abstract
This thesis deals with the theme of node centrality in weighted network. Strictly deals
with Degree, Closeness, Betweenness and PageRank centrality.
This thesis describes the individual centrality and design and analysis of application im-
plementation, which is able to calculate these centrality on collections of data. Finally,
this thesis mentions experiments carried out on collections of data.
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41 Úvod
V posledních letech se díky dostupnosti dat na internetu a náru˚stu vypocˇetního výkonu
pocˇítacˇu˚ stala problematika analýzy komplexních sítí velmi oblíbenou. Prˇíklady systému˚,
které mu˚žeme pomocí komplexních sítí reprezentovat, lze v reálném sveˇteˇ najít velmi
mnoho. Jedná se naprˇíklad o sociální síteˇ, citacˇní síteˇ, dopravní síteˇ, elektrické rozvodné
síteˇ, nervové síteˇ v biologických systémech a mnohé jiné.
Komplexní síteˇ se matematicky reprezentují pomocí grafu˚, kde jednotlivé objekty síteˇ
prˇedstavují vrcholy grafu a definovaný typ interakce mezi objekty síteˇ je reprezentován
hranami grafu. Ve srovnání s jednoduchými grafy, jako jsou naprˇ. mrˇížky nebo náhodné
grafy, se komplexní síteˇ liší svými netriviálními vlastnostmi.
Komplexní síteˇ jsou velmi rozsáhlé struktury, cˇasto až s milióny vrcholu˚ a hran. Práveˇ
tato rozsáhlost komplikuje jejich analýzu. Veˇdci se zabývají zkoumáním ru˚zných vlast-
ností sítí, vcˇetneˇ topologie, která je velmi du˚ležitá, protože struktura ovlivnˇuje procesy
v síti. Naprˇ. topologie sociálních sítí ovlivnˇuje rychlost šírˇení informací, nebo nemocí a
mu˚žeme z nich vycˇíst, kterˇí jednotlivci mají v síti nejveˇtší vliv. Pokud tedy pochopíme
struktutu síteˇ, mu˚žeme odhadnout její chování.
Mezi vlastnosti komplexních sítí patrˇí také centrality urcˇující du˚ležitost jednotlivých
objektu˚ v rámci celé síteˇ. V této práci se budu veˇnovat cˇtyrˇem druhu˚m centralit. Jsou to
degree, closeness, betweenness a pageRank.
Cílem této práce je implementace aplikace schopné nacˇíst kolekci dat, spocˇítat vy-
brané centrality pro hranoveˇ ohodnocené i neohodnocené grafy. Aplikace bude schopna
zapsat vypocˇtená data do souboru, serˇazená vzestupneˇ.
V první kapitole této práce jsou vysveˇtleny komplexní síteˇ a jednotlivé centrality. V
druhé kapitole je popsáný návrh a analýza implementace aplikace. V trˇetí kapitole jsou
uvedeny experimenty se získanými daty.
52 Komplexní síteˇ
V této kapitole jsou popsány komplexní síteˇ a vybrané typy centralit implementovaných
v aplikaci [9].
2.1 Co je sít’?
Sít’ je kolekce entit, které jsou propojeny vazbami. Naprˇíklad lidé, a jejich prˇátelé, pocˇítacˇe
propojené spolecˇnou pocˇítacˇovou síti nebo webové stránky, odkazující na jiné webové
stránky.
2.2 Deˇlení komplexních sítí
V této kapitole jsou uvedené neˇkteré typy komplexních sítí, které se od sebe rozlišují
podle toho, co prˇedstavují jejich uzly, jejich hrany a v prˇípadeˇ ohodnocených hran také
podle toho, co prˇedstavuje váha hrany.
2.2.1 Sociální síteˇ
Prvním typem komplexní síteˇ je sociální sít’. Prˇíkladem takové sociální síteˇ je Facebook,
kde jednotlivé uzly prˇedstavují samotné uživatelé a hrany mezi uzly mohou prˇedsta-
vovat prˇátelství uživatelu˚, jinak rˇecˇeno, dva uživatelé jsou prˇáteli. Sít’ uživatelu˚ a jejich
vzájemné vazby jsou zobrazeny na obrázku 1 [17]. V prˇípadeˇ hranoveˇ ohodnocené so-
ciální síteˇ mu˚že hrana mezi dveˇma uzly, tedy prˇátelství mezi dveˇma uživateli, prˇedsta-
vovat pocˇet spolecˇných prˇátel nebo pocˇet vzájemneˇ odeslaných zpráv. Hrana také mu˚že
prˇedstavovat fotografii, na které jsou oba uživatelé oznacˇení.
Prˇíkladem sociální síteˇ je také e-mailová sít’. V tomto prˇípadeˇ jednotlivé uzly prˇed-
stavují uživatelské úcˇty, resp. e-mailové adresy a hrany mezi uzly prˇedstavují odeslané
e-mailové zprávy mezi uživatelskými úcˇty. Pokud je sít’ hranoveˇ ohodnocená, mohou
váhy hran mezi uzly prˇedstavovat pocˇet odeslaných e-mailových zpráv mezi uživatel-
skými úcˇty.
Dalšími prˇíklady sociálních sítí jsou herecké síteˇ a síteˇ autoru˚, resp. spoluautoru˚.
2.2.2 Informacˇní síteˇ
Informacˇní sít’ je dalším typem komplexní síteˇ. Úcˇelem takové síteˇ je sdružovat (spojovat)
informace.
Informacˇní sítí je naprˇíklad citacˇní sít’. Ru˚zné diplomové práce, veˇdecké publikace,
cˇlánky a texty mají jako své zdroje uvedené jiné veˇdecké práce, publikace cˇi diplomové
práce. Prˇesneˇji rˇecˇeno, uzly síteˇ prˇedstavují samotné texty. Pokud mezi dveˇma uzly exis-
tuje hrana, znamená to, že se jeden text odkazuje na druhý text ve svých zdrojích cˇi refe-
rencích. Váha hrany mu˚že znamenat pocˇet odkazu˚ mezi texty.
Mezi informacˇní síteˇ patrˇí také The World Wide Web. Uzly této síteˇ jsou reprezento-
vány jako webowé stránky a hrana z jednoho uzlu do druhého je reprezentována jako
odkaz na jinou webovou stránku.
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2.2.3 Technologické síteˇ
Technologické síteˇ jsou velmi rozsáhlé, jsou vybudované pro úcˇely distribuce zboží. Ta-
kovou celosveˇtovou technologickou sítí je Internet. Jeho uzly jsou servery, které jsou roz-
místeˇné po celém sveˇteˇ. Hrany síteˇ prˇedstavují propojení teˇchto serveru˚, naprˇ. kabelem.
Váha hrany mu˚že prˇedstavovat délku kabelu, nebo rychlost prˇenosu informací. Celosveˇ-
tové internetové propojení lze videˇt na obrázku 2 [18].
Obrázek 2: Internet
Obchodní sít’ je další celosveˇtoveˇ rozsáhlou sítí, jejíž uzly jsou jednotlivé firmy a
hrany prˇedstavují obchodní kontrakty mezi firmami. Tato sít’ mu˚že být i hranoveˇ ohod-
nocená, kdy váha hrany mu˚že prˇedstavovat pocˇet obchodních kontraktu˚ mezi firmami,
nebo množství nakoupeného zboží. Prˇíklad obchodní síteˇ lze videˇt na obrázku 3 [19].
Technologickými síteˇmi jsou také transportní síteˇ. Mezi neˇ se rˇadí naprˇ. silnicˇní, že-
leznicˇní a energetické síteˇ. V teˇchno sítích uzly prˇedstavují dopravní uzly - krˇižovatky,
nádraží, elektrické rozvodny a hrany jsou cesty mezi teˇmito uzly, naprˇ. silnice, železnice,
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nebo dráty vysokého napeˇtí. Váha takových hran mu˚že znamenat vzdálenost mezi uzly,
tedy délku silnice mezi dveˇma krˇižovatkama, maximální povolenou rychlost, hustotu
provozu na komunikacích, pocˇet prˇepravených pasažéru˚ a další.
Další sítí tohoto druhu je telefonní sít’. Uzly této síteˇ mohou prˇedstavovat telefonní
ústrˇedny, které jsou vzájemneˇ propojené kabely, tedy hranami. Váha teˇchto hran by mohla
nést informaci o délce kabelu. Uzly telefonní síteˇ by mohly také prˇedstavovat samotné te-
lefony, tedy telefonní cˇísla a hrany mezi teˇmito uzly by znamenaly hovory a váhy teˇchto
hran by zaznamenávaly pocˇet hovoru˚ nebo pocˇet provolaných minut.
Mezi technologické síteˇ patrˇí také síteˇ aerolinií. Tyto síteˇ zaznamenávájí letové dráhy
letadel mezi jednotlivými letišti. Je patrné, že v tomto prˇípadeˇ jsou uzly síteˇ reprezento-
vané jako letišteˇ a hrany síteˇ jsou reprezentované jako letové dráhy (letové linky) mezi le-
tišti. Takové síteˇ mohou být velmi rozsáhlé, nebot’ mohou zaznamenávat letové trasy po
celém sveˇteˇ, jak lze videˇt na obrázku 4 [20]. Váha ohodnocených hran síteˇ aerolinií mu˚že
mít mnoho významu˚. Naprˇíklad mu˚že prˇedstavovat letovou vzdálenost, pocˇet sedadel,
které jsou v letadle k dispozici, pocˇet prˇevážených pasažéru˚, nebo pocˇet provedených
letu˚.
2.2.4 Biologické síteˇ
Biologické síteˇ jsou také hojneˇ využívané. Zobrazují naprˇíklad potravinové rˇeteˇzce, me-
tabolismus, interakce proteinu˚, nervová sít’, synaptická sít’ mozku a mnoho dalších. Ob-
rázek 5 [21] zobrazuje mozkovou sít’ neuronu˚. V potravinovém rˇeteˇzci mohou být živo-
cˇišné druhy znázorneˇné jako uzly a pokud je mezi dveˇma uzly hrana, znamená to, že
jedno zvírˇe žere druhé.
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2.3 Graf
Jelikož se komplexní síteˇ modelují jako grafy, tak v této práci místo pojmu komplexní sít’
uvádím pojem graf, místo pojmu uzel komplexní síteˇ uvádím pojem vrchol grafu.
Pojem grafu byl zaveden Leonhardem Eulerem v roce 1736. Jedná se o model, který
reprezentuje objekty a vztahy mezi nimi. Graf se dá reprezentovat jako obrázek objektu˚
cˇi míst a jejich vzájemného propojení na základeˇ neˇjakého vztahu. Naprˇíklad objekty
mohou být lidé a propojení mu˚že být na základeˇ prˇíbuzenského vztahu [10].
Definice 1 Graf G je usporˇádaná dvojice G = (V, E), kde V je neprázdná množina vrcholu˚ a E je
množina hran - množina dvouprvkových podmnožin množiny V.
Takto definovaný graf se nazývá neorientovaný graf, u kterého se nerozlišují hrany uv
a vu. Prˇíkladem takového grafu mu˚že být potrubní sít’ s cˇerpadlem, kde kapalina mu˚že
téct obeˇma smeˇry nebo dopravní sít’ dálnic, po kterých se dá jezdit obeˇma smeˇry.
Definice 2 Neorientovaný graf G je dvojice (V, E), kde V je konecˇná množina objektu˚, kterým
rˇíkáme vrcholy, neˇkdy též uzly grafu a E je množina neˇkterých dvojic vrcholu˚, kterým rˇíkáme
hrany grafu.
Prˇi rˇešení neˇkterých problému˚ má smysl rozlišit porˇadí vrcholu˚ hrany. V takovém
prˇípadeˇ se jedná o orientovaný graf.
Orientované grafy se vyskytují prˇi rˇešení ru˚zných praktických problému˚. Prˇíkladem
mu˚že být elektrická sít’ modelovaná grafem, ve které se dopravuje energie od zdroje ke
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spotrˇebicˇu˚m, silnicˇní sít’, kde se mohou vyskytovat jednosmeˇrky nebo potrubní sít’ bez
cˇerpadel, kde kapalina tecˇe vždy jedním smeˇrem.
Definice 3 Orientovaný graf G je dvojice (V, E), kde V je konecˇná množina objektu˚, kterým
rˇíkáme vrcholy, neˇkdy též uzly grafu a E je množina neˇkterých usporˇádaných dvojic vrcholu˚,
kterým rˇíkáme orientované hrany grafu. Orientace hrany bývá v grafu zobrazena šipkou.
Stupenˇ vrcholu v jednoduchého grafu je roven soucˇtu hran incidentních s vrcholem.
U orientovaného grafu je celkový stupenˇ vrcholu v vždy roven soucˇtu odchozího a prˇí-
chozího stupneˇ vrcholu v.
Definice 4 Meˇjme neprázdnou množinu vrcholu˚ V. Dvojice (V,A) je neˇjaká podmnožina kartéz-
kého soucˇinu V x V, se nazývá orientovaný graf D nebo strucˇneˇ digraf D. Prvku˚m množiny A
rˇíkáme orientované hrany. Jsou-li u, v dva ru˚zné vrcholy digrafu D, tak orientovanou hranu (u,v)
budeme znacˇit strucˇneˇ uv. Vrchol u se nazývá výchozí nebo pocˇátecˇní a v koncový vrchol hrany
uv. Hrany uv a vu z množiny A(D) se nazývají opacˇneˇ orientované nebo jen opacˇné hrany.
Grafy se rozdeˇlují na dva základní druhy podle toho, zda jsou jeho hrany orientované.
2.4 Vlastnosti sítí
Definice 5 Cesta v grafu je posloupnost vrcholu˚, pro kterou platí, že v grafu existuje hrana z
daného vrcholu do jeho následníka. Žádné dva vrcholy a žádné dveˇ hrany se prˇitom neopakují.
Mezi libovolnými dveˇma vrcholy u a v mu˚že existovat více cest ru˚zných délek. Cesta
z vrcholu u do vrcholu v, která má nejmenší vzdálenost se nazývá nejkratší cesta. Pokud
však mezi vrcholy u a v neexistuje žádná hrana, pak nejkratší cesta mezi teˇmito vrcholy
je rovna ∞.
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Definice 6 Pru˚meˇr grafu je nejdelší vzdálenost kroku˚ mezi libovolnými dveˇma uzly.
• Pru˚meˇr grafu je neˇkdy nazývaný také jako excentricita grafu. Jestliže pru˚meˇr grafu
G je roven cˇíslu k, tak musí v grafu G existovat dvojice vrcholu˚ u a v, že jejich vzdá-
lenost, tedy délka nejkratší cesty (u,v) je k. Takové cesteˇ se rˇíká diametrická cesta. Cˇím
více hran je v grafu, tím menší je pru˚meˇr grafu a naopak grafy s velkým pru˚meˇrem
jsou rˇídké.
Definice 7 Nejveˇtší excentricita v grafu G se nazývá pru˚meˇr grafu a nejmenší excetricita
se nazývá polomeˇr grafu G. Pru˚meˇr grafu G se znacˇí diam(G) a polomeˇr rad(G).
• Stupenˇ je vlastnost vrcholu grafu, která udává pocˇet hran, které do daného vrcholu
zasahují.
Definice 8 Stupenˇ vrcholu v je pocˇet hran, se kterými je vrchol v incidentní, znacˇí se
deg(v).
V orientovaném grafu jsou hrany orientované, proto se rozlišuje vstupní stupenˇ
deg+(v), pocˇet hran, které vcházejí do vrcholu v a výstupní stupenˇ deg−(v), po-
cˇet hran, které vycházejí z vrcholu v. Celkový stupenˇ vrcholu je pak roven soucˇtu
vstupního a výstupního stupneˇ.
• Shluky v grafu vznikají tehdy, je-li uzel a spojen hranou s uzlem b a zárovenˇ uzel b
je spojen s uzlem c, pak je pravdeˇpodobné, že uzel a bude spojen s uzlem c.
2.5 Centrality
Centralita vrcholu je jedna z metrik zachycující jednotlivé vlastnosti topologie síteˇ. Cen-
tralita urcˇuje, jak je vrchol v rámci síteˇ du˚ležitý. Urcˇuje, které vrcholy jsou nejdu˚ležiteˇjší
nebo centrální v síti z hlediska struktury síteˇ [2].
První zmínku o pojmu centralita, pocházející z oblasti sociologie, mu˚žeme najít v [3],
kde autor definuje sadu metod centrality, založených na betweenness. Freeman ve své
práci definoval centrality Degree, Closeness, Betweenness a Eigenvector [11], [12].
V této práci se zabývám centralitami Degree, Closeness, Betweenness a PageRank.
2.5.1 Degree
Degree centralita je nejjednodušší mírou centrality. Urcˇuje pocˇet hran nebo soucˇet vah
hran incidentních s vrcholem, tedy pocˇet prˇímých vazeb k dalším vrcholu˚m. V hranoveˇ
ohodnoceném grafu s orientovanými hranami se rozlišují Degree hodnoty vrcholu vstu-
pující (in-Degree) a Degree hodnoty vrcholu vystupující (out-Degree), podle toho, jestli
hrany do vrcholu vstupují nebo z neˇj vystupují. Hodnota in-Degree vrcholu v je tedy
soucˇet vah hran vstupujících do vrcholu v a hodnota out-Degree je soucˇet vah hran vy-
stupujících z vrcholu v. Celková hodnota Degree centrality vrcholu v je pak rovna podílu
in-Degree/out-Degree.
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Vrchol s vysokým pocˇtem hran nebo více spojeními je ve strukturˇe grafu více centrální
a má tak veˇtší schopnost ovlivnˇovat ostatní vrcholy. Vrchol, který má vysoké in-Degree,
je v rámci grafu velmi populární a vrchol, který má vysoké out-Degree je v rámci grafu
velmi vlivný a má vysokou šanci ovlivnit ostatní.
V sociální síti, cˇím veˇtší je stupenˇ vrcholu, tím vlivneˇjší je cˇloveˇk. V citacˇní síti, cˇím
veˇtší má vrchol in-Degree, tím veˇtší vliv meˇla publikace na veˇdecký výzkum.
Aby bylo možné porovnat vrcholy ru˚zných grafu˚ podle hodnot Degree centrality, je
nutné tyto hodnoty nejprve normalizovat. Normalizace Degree hodnot spocˇívá v tom, že
se hodnota Degree centrality každého vrcholu vydeˇlí maximálním pocˇtem všech hran,
které vrchol mu˚že mít, tj. (n-1), kde n je pocˇet všech vrcholu˚ grafu [4], [5].
Obecný vzorec pro výpocˇet Degree centrality jednotlivých vrcholu˚ neorientovaného
a neohodnoceného grafu, viz vzorec 1, kde CD je hodnota Degree centrality vrcholu u,
d(u) je stupenˇ vrcholu u a N je celkový pocˇet vrcholu˚ v grafu.
CD(u) =
d(u)
N − 1 (1)
Vzorec 2 znázornˇuje výpocˇet jednotlivých vrcholu˚ orientovaného a ohodnoceného
grafu, kde din(u) je soucˇet vah vstupních hran vrcholu u a dout(u) je soucˇet vah výstup-
ních hran vrcholu u.
CD(u) =
din(u)/dout(u)
N − 1 (2)
2.5.2 Closeness
Closeness centralita, neboli blízkost vrcholu, udává informaci o tom, jak dlouho bude
trvat, než se urcˇitá informace rozšírˇí z daného vrcholu do všech ostatních vrcholu˚ grafu.
Matematicky lze hodnotu Closeness centrality vypocˇítat jako prˇevrácenou hodnotu
soucˇtu nejkratších cest ke všem ostatním vrcholu˚m. Pro nalezení minimálních vzdále-
ností lze použít naprˇ. Dijkstru˚v algoritmus nebo Floyd-Warshallu˚v algoritmus.
Closeness centralitu lze pocˇítat pouze pro souvislé grafy, tzn. že se lze z libovolného
vrcholu grafu dostat po hranách ke všem ostatním vrcholu˚m grafu. Pokud tomu tak není,
vypocˇítají se hodnoty Closeness centrality vrcholu˚ v každé cˇásti grafu zvlášt’ a poté se
tyto hodnoty normalizují. Normalizace Closeness hodnoty vrcholu v se provede tak, že se
jeho Closeness hodnota vynásobí pocˇtem všech vrcholu˚ té cˇásti grafu, ve které se vrchol v
nachází [4]. Po provedené normalizaci hodnot vrcholu˚ lze porovnávat ru˚zné grafy podle
Closeness centrality.
Vzorcem Closeness centrality je vzorec (3), kde Cc(u) je hodnota closeness centrality
vrcholu u, V je množina všech vrcholu˚ grafu a d(u, v) je délka nejkratší cesty z vrcholu u
do vrcholu v.
Cc(u) =

v∈V
1
d(u, v)
(3)
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Jestliže je graf ohodnocený a váhy hran prˇedstavují naprˇ. vzdálenost, tzn. cˇím vyšší
je váha hrany (u, v), tím veˇtší je vzdálenost mezi vrcholy u a v, tak se výpocˇet nemeˇní.
Pokud však váhy hran prˇedstavují naprˇ. blízkost, tzn. cˇím veˇtší je váha hrany (u, v), tím
blíže jsou vrcholy u a v k sobeˇ, tak se ve výpocˇtu vzdálenosti d(u, v) musí pocˇítat s obrá-
cenými hodnotami vah hran, tj. 1/d(u, v), nebo jednodušší zpu˚sob je (Cc(u))−1.
2.5.3 Betweeness
Betweenness centralita urcˇuje, kolik cest mezi dvojicemi ostatních vrcholu˚ prochází práveˇ
daným vrcholem. Vrchol s vysokou hodnotou Betweenness centrality má významnou
roli v propojování odlišných skupin. Prˇíkladem je graf, jehož vrcholy reprezentují osoby,
které navšteˇvují dva ru˚zné zájmové kroužky. Každá osoba navšteˇvuje pouze jeden zá-
jmový kroužek, kromeˇ jedné jediné osoby (oznacˇená jako osoba X), která navšteˇvuje oba
dva kroužky. Tato osoba X jako jediná propojuje obeˇ skupiny osob a tudíž má nejveˇtší
hodnotu Betweenness centrality ze všech. Tato osoba X bude znacˇneˇ ovlivnˇovat deˇní v
grafu naprˇ. blokováním nežádoucích zpráv, vybíráním poplatku˚ za spojení nebo izolo-
váním neˇkteré osoby, která nemá jinou možnost jak se ke sdílené informaci dostat.
Pro výpocˇet Betweenness centrality vrcholu u je du˚ležité znát, kolik nejkratších cest
mezi dveˇma libovolnými vrcholy prochází prˇes vrchol u. Výpocˇet znázornˇuje vzorec (4),
kde CB(u) je hodnota Betweenness centrality vrcholu u, gj,u,k je pocˇet nejkratších cest
mezi vrcholy j a k, které procházejí prˇes vrchol u a gj,k je pocˇet všech nejkratších cest
mezi vrcholy j a k.
CB(u) =

j,k∈V ;j,k ̸=u
gj,u,k
gj,k
(4)
Aby bylo možné porovnávat ru˚zné grafy podle Betweenness centrality, je nutné nor-
malizovat hodnoty Betweenness centrality všech vrcholu˚ grafu. Normalizace Between-
ness hodnoty vrcholu v spocˇívá ve vydeˇlení hodnoty Betweenness centrality vrcholu v
pocˇtem všech možných hran, které by graf mohl obsahovat, tj. (n − 1) ∗ (n − 2) pro ori-
entovaný graf a (n − 1) ∗ (n − 2)/2 pro neorientovaný graf, kde n je pocˇet vrcholu˚ grafu
[4].
Pokud je graf ohodnocený, je nutné prˇi zjišt’ování nejkratších cest mezi dveˇma vr-
choly brát v úvahu váhy hran.
Výše uvedená varianta výpocˇtu Betwenness centrality využívá pouze nejkratší cesty
mezi dveˇma vrcholy. Existuje ale i další zpu˚sob výpocˇtu Betweenness centrality, který
využívá všechny cesty mezi dveˇma vrcholy. To znamená, že prˇi komunikaci mezi dveˇma
vrcholy nemusí být použity pouze nejkratší cesty. Je-li nejkratší cesta nedostupná, pou-
žije se druhá nejkratší cesta, samozrˇejmeˇ pokud neˇjaká druhá existuje [6]. Tento zpu˚sob
výpocˇtu se ale moc nepoužívá, protože je výpocˇetneˇ nárocˇný.
2.5.4 PageRank
PageRank centralita udává významnost vrcholu grafu v závislosti na propojení s jinými
vrcholy. Algoritmus pro výpocˇet PageRank centrality využívají internetové vyhledávacˇe,
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naprˇ. Google.com. Algoritmus urcˇuje významnost webových stránek, které se využívají
prˇi rˇazení nalezených stránek v internetovém vyhledávacˇi. Naprˇ. prˇi urcˇování du˚leži-
tosti webové stránky v se využívají hypertextové odkazy, které odkazují na webovou
stránku v z jiných webových stránek a významnosti teˇchto stránek. V grafu komplexní
síteˇ prˇedstavují webové stránky vrcholy grafu, hrany grafu prˇedstavují hypertextový od-
kaz z jedné stránky na jinou a váhy hran znamenají pocˇet odkazu˚ na stránku.
Hodnota PageRank centrality webové stránky udává pravdeˇpodobnost, s jakou se dá
dostat díky hypertextovým odkazu˚m na danou webovou stránku. Soucˇet hodnot Page-
Rank centrality všech vrcholu˚ grafu je roven 1, tedy 100% pravdeˇpodobnost.
Vzorec (5) popisuje algoritmus výpocˇtu PageRank centrality, kde PRx+1 je hodnota
PageRank centrality vrcholu A v iteraci s x, U je množina všech vrcholu˚ odkazujících na
vrchol A a Nu je pocˇet výstupních hran vrcholu u.
PRx+1(A) =

u∈U
PRx(u)
Nu
(5)
Vzorec (5) ale nerˇeší problém slepých vrcholu˚, tj. vrcholu˚, bez jakýchkoliv výstupních
hran. U teˇchto vrcholu˚ se ztrácí hodnoty PageRank centrality a soucˇet hodnot PageRank
centrality všech vrcholu˚ grafu pak prˇestává být roven 1. Nejcˇasteˇjším rˇešením je, kaž-
dému slepému vrcholu prˇidat výstupní hrany vedoucí na všechny vrcholy grafu i na
sebe sama. Tyto noveˇ prˇidané výstupní hrany se nemusí prˇímo doplnˇovat do grafu, stacˇí
s nimi jen pocˇítat, jak je ukázáno ve vzorci (6), kde D je množina všech slepých vrcholu˚
grafu, V je množina všech vrcholu˚ grafu a |V | je velikost množiny |V |.
PRx+1(A) =

u∈U
PRx(u)
Nu
+
1
|V |

s∈D
PRx(s) (6)
Dalším problémem, který je trˇeba vyrˇešit se nazývá Rank sink (zaniknutí hodnoty),
který vzniká, pokud vrcholy v jedné skupineˇ odkazují samy na sebe, ale neodkazují na
vrcholy v jiné skupineˇ a zárovenˇ je skupina odkazovaná z vneˇjšku z jiné skupiny. Pro-
blém je videˇt na obrázku 6, kde vrcholy A a B prˇi výpocˇtu PageRank centrality postupneˇ
prˇedají své PageRank hodnoty vrcholu˚mC aD. PageRank hodnoty vrcholu˚A aB budou
pak rovny nule. Navíc mu˚že dojít k dalšímu problému, když nebudou mít vrcholy C a
D každý prˇesneˇ polovinu celkového hodnoty PageRank centrality, tak si vrcholy budou
v každé iteraci vzájemneˇ vymeˇnˇovat své PageRank hodnoty a nikdy nenastane ustálený
stav, výpocˇet se bude porˇád do nekonecˇna opakovat.
Obrázek 6: Klesání hodnoty prˇi výpocˇtu PageRanku.
Problém Rank sink se dá vyrˇešit doplneˇním vzorce 6 o konstantu nazvanou faktor
tlumení. Vysveˇtlit se to dá na prˇíkladu, kdy se neˇjaká osoba pohybuje Webem prostrˇed-
nictvím hypertextových odkazu˚ nebo využívá tzv. teleport tak, že prˇejde na náhodnou
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stránku zadáním její URL do webového prohlížecˇe. Takže osoba s pravdeˇpodobností d
následuje hypertextové odkazy nebo s pravdeˇpodobností (d − 1) využívá teleport. Fak-
tor tlumení má obvykle nastavenou hodnotu na 0.85, ale tato hodnota mu˚že být meˇneˇna.
Cˇím blíže je hodnota faktoru tlumení jedné, tím více iterací je potrˇeba k dosažení ustále-
ného stavu [7].
Vzorec (7) zobrazuje algoritmus pro výpocˇet PageRank centrality doplneˇný o faktor
tlumení, následnou normalizaci získané PageRank hodnoty, aby bylo možné porovnávat
ru˚zné grafy podle PageRank centrality a váhy hran, aby bylo možné pocˇítat PageRank
centralitu pro ohodnocené grafy. Promeˇnná wutoA je váha hrany vedoucí z vrcholu u do
vrcholu A a wout je soucˇet vah všech výstupních hran vrcholu u.
PRx+1(A) =
(1− d)
|V | + d · (

u∈U
PRx(u) · wutoA
wout
+
1
|V |

s∈D
PRx(s)) (7)
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3 Analýza a návrh aplikace
Tato kapitola je zameˇrˇena na tvorbu aplikace z pohledu softwarového inženýra. Je zde
rozebrán návrh trˇíd a je zde strucˇneˇ popsáno, k cˇemu každá trˇída slouží a jakou v aplikaci
hraje roli. Také je zde popsáno uživatelské rozhranní aplikace a ovládání aplikace.
3.1 Zadání aplikace
Aplikace bude sloužit k výpocˇtu centralit uzlu˚ pro hranoveˇ ohodnocené grafy.
Aplikace bude schopna nacˇíst kolekci dat ze souboru typu CSV. Kolekcí dat se myslí
komplexní sít’ (graf) tvorˇená vrcholy a ohodnocenými hranami spojujicími vrcholy. Struk-
tura vstupního CSV souboru bude taková, že na každém rˇádku bude jedna hrana, repre-
zentována Id prvního vrcholu, Id druhého vrcholu a váhy hrany. Všechny trˇi hodnoty
budou od sebe oddeˇlené strˇedníkem.
Pro každý vrchol v kolekci se spocˇítají cˇtyrˇi typy centralit pro ohodnocené i neohod-
nocené grafy. Bude se také meˇrˇit doba výpocˇtu centralit. Aplikace bude schopna prˇepsat
váhy všech hran na 1 a tím zmeˇnit ohodnocený graf na neohodnocený.
Vypocˇtená data se budou zapisovat do souboru typu CSV. Pro každou datovou ko-
lekci a každou centralitu bude vytvorˇen samostatný CSV soubor. Struktura výstupního
CSV souboru bude Id vrcholu a jeho hodnota centrality, obeˇ hodnoty budou oddeˇlné
strˇedníkem. Jeden vrchol na jednom rˇádku.
3.2 Návrh trˇíd
Na obrázku 7 lze videˇt diagram trˇíd.
Trˇída Vertex prˇedstavuje vrchol grafu. Každá instance této trˇídy má své Id, kolekci
svých vstupních hran a hodnoty cˇtyrˇ centralit.
Trˇída Edge prˇedstavuje hranu grafu. Každá hrana obsahuje své Id, dále Id dvou vr-
cholu˚, které daná hrana spojuje a svou váhu. Díky této váze bude aplikace schopna spo-
cˇítat varianty centralit pro hranoveˇ ohodnocené grafy. Pokud bychom chteˇli z hranoveˇ
ohodnoceného grafu udeˇlat hranoveˇ neohodnocený, stacˇí všem hranám grafu prˇepsat
jejich váhu na 1.
Nejdu˚ležiteˇjší trˇídou je trˇída Graph, která prˇedstavuje celou kolekci dat, tedy celou
komplexní sít’. Tato trˇída obsahuje kolekci vrcholu˚ a kolekci hran nacházejicích se v grafu.
Trˇída bude obsahovat funkci pro vyhledání vrcholu grafu podle jeho Id, funkci pro vy-
hledání hrany grafu podle Id dvou vrcholu˚ incidentních s danou hranou, funkci, která
bude vracet váhu hrany, kterou nalezne podle Id dvou vrcholu˚ dané hrany zadaných
jako parametry funkce. Dále bude obsahovat funkce, které spocˇítají sumy váh výstup-
ních a vstupních hran vrcholu, jehož Id bude zadané parametrem fukce. Další funkce
bude sloužit k prˇemeˇneˇní ohodnoceného grafu na neohodnocený tím, že prˇepíše váhy
všech hran na 1.
Trˇída LoadData bude zprostrˇedkovávat otevrˇení vstupního souboru. Z tohoto sou-
boru pak nacˇte a zpracuje data. Z teˇchto dat poté vytvorˇí instanci trˇídy Graph, která bude
reprezentovat celou datovou kolekci.
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Trˇída ExportData bude mít za úkol z dané instance trˇídy Graph získat data a zapsat je
do souboru typu CSV.
Trˇídy Degree, Closeness, Betweenness a PageRank budou mít za úkol získat z instance
trˇídy Graph potrˇebná data k výpocˇtu ohodnocených i neohodnocených variant centra-
lit Degree, Closeness, Betweenness a PageRank. Vypocˇtené hodnoty centralit každého
vrcholu grafu budou uloženy do promeˇnných instance daného vrcholu (instance trˇídy
vertex).
Trˇída BubbleSort se bude sloužit k setrˇídeˇní výstupních dat vzestupneˇ podle hod-
noty centrality. Setrˇídeˇní bude použito v trˇídeˇ ExportData pro zápis vypocˇtených hodnot
centralit do souboru. Trˇída FloydWarshall bude sloužit k nalezení nejkratších cest mezi
všemi dvojicemi vrcholu˚ v grafu. Instance této trˇídy bude obsažena ve trˇídách Closeness
a Betweenness, ve kterých je nalezení nejkratších cest du˚ležité pro výpocˇet Closeness a
Betweenness centralit.
Podrobný pohled na trˇídy, jejich atributy a metody je na obrázku 8
3.3 Uživatelské rozhraní
Tato aplikace, pu˚vodneˇ plánovaná jako konzolová aplikace, byla vytvorˇena ve vývojo-
vém prostrˇedí Microsoft visual Studio 2013, ve kterém bylo k aplikaci vytvorˇeno také
uživatelské rozhraní (dále jen jako UR), které lze videˇt na obrázku 9.
Soucˇástí UR je DropDownList, do kterého jsou prˇi inicializaci aplikace vloženy ná-
zvy všech souboru˚, které se nacházejí v adresárˇi pro vstupní kolekce dat. Dále jsou v
UR obsažené trˇi tlacˇítka pro nacˇtení kolekce dat z CSV souboru, pro výpocˇet centralit a
pro zápis vypocˇtených hodnot do CSV souboru. Název CSV souboru bude složen ná-
sledovneˇ: [ název datové kolekce ]_[ weighted/unweighted ]_[ název centrality ] .csv.
Dále je v UR peˇt checkboxu˚. Cˇtyrˇi z nich slouží k aktivaci výpocˇtu cˇtyrˇ typu˚ centralit a
pátý checkbox nastavuje, zda se budou pocˇítat ohodnocené nebo neohodnocené varianty
centralit. Vedle checkboxu pro PageRank centralitu se nachází numerický vstup, který
nastavuje hodnotu pro dampending factor, neboli faktor útlumu, který byl zmíneˇný v
kapitole 2.5.4 na straneˇ 12. Ve spodní cˇásti UR je informacˇní label, do kterého se vypisují
oznámení o beˇhu aplikace, naprˇ. že data byla úspeˇšneˇ nacˇtená ze souboru nebo že data
byla úspeˇšneˇ zapsaná do souboru. Pokud dojde prˇi beˇhu aplikace k neˇjaké chybeˇ, vypíše
se chybové oznámení do labelu.
Postup k ovládání aplikace je následovný:
1. Vybrat v dropDownListu název datové kolekce, kterou chceme zpracovat a zmácˇk-
nout tlacˇítko "Load". Pokud vše probeˇhne v porˇádku, vypíše se do info.labelu infor-
mace o datové kolekci, jako jsou naprˇ. název datové kolekce, pocˇet vrcholu˚ a hran,
apod.
2. Oznacˇit centrality, které chceme pocˇítat.
3. Pokud je potrˇeba, upravit hodnotu faktoru útlumu a jeho zmeˇnu potvrdit stisknu-
tím klávesy Enter.
4. Podle potrˇeby oznacˇit nebo odznacˇit výpocˇet s ohodnocenými hranami grafu.
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Obrázek 7: Diagram trˇíd
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Obrázek 8: Model trˇíd
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Obrázek 9: Uživatelské rozhraní aplikace
5. Stisknout tlacˇítko "Calculate", díky kterému se provede výpocˇet oznacˇených cen-
tralit. Pokud výpocˇet probeˇhne v porˇádku, vypíše se do info.labelu doba trvání
výpocˇtu a pod ní se opeˇt vypíšou informace o datové kolekci.
6. Posledním krokem je zapsání dat do souboru, to se provede stisknutím tlacˇítka "Ex-
port". Pokud vše probeˇhne jak má, tak se do souboru zapíšou jen oznacˇené centra-
lity a do info.labelu se vypíše oznámení o úspeˇšném zápisu do souboru.
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4 Experimenty
V této kapitole uvádím experimenty provádeˇné nad kolekcemi dat. Každá kolekce dat
je zde popsaná a má uvedený svu˚j zdroj. Také je ke každé kolekci prˇirˇazen obrázek celé
síteˇ a tabulka zachycující minimální a maximální hodnoty všech centralit pro ohodno-
cené i neohodnocené hrany. K vytvorˇení obrázku˚ síteˇ byl použit nástroj Microsoft Office
Excel 2010 doplneˇný o plugin NodeXL: Network Overview, Discovery and Exploration
for Excel. Pro každou kolekci dat a pro každý typ centrality je vytvorˇen XY-graf znázor-
nˇující hodnoty centralit jako krˇivku. Všechny hodnoty PageRank centrality jsou pocˇítány
s hodnotou tlumícího faktoru 0,85. Na konci kapitoly je uvedena tabulka zachycující pro
každou ohodnocenou i neohodnocenou datovou kolekci doby trvání výpocˇtu˚ všech cen-
tralit.
4.1 Football
Kolekce Football [13], je orientovaná, ohodnocená komplexní sít’. Prˇedstavuje 22 fotba-
lových týmu˚, které se úcˇastnily fotbalového Mistroství sveˇta v Parˇíži v roce 1998. Hrácˇi
národního týmu mají cˇasto herní smlouvy v zahranicˇí. To vytvárˇí trh hrácˇu˚, kde mo-
hou národní týmy posílat své hrácˇe hrát do zahranicˇních zemí. Hrácˇi všech 22 národních
týmu˚ mají tedy herní smlouvy celkem v 35 zemích.
Vrcholy grafu zde reprezentují jednotlivé zemeˇ a hrany grafu reprezentují situaci,
kdy hrácˇi z jedné zemeˇ mají uzavrˇenou herní smlouvu jiné zemi. Váha hrany grafu pak
prˇedstavuje pocˇet hrácˇu˚ vyslaných z jedné zemeˇ do druhé.
Graf této kolekce je velmi nesymetrický, protože neˇkteré zemeˇ pouze posílají své
hrácˇe hrát do cizích zemí a jiné zemeˇ naopak pouze prˇijímají hrácˇe z cizích zemí.
Na obrázku 10 lze videˇt grafické zobrazení datové kolekce Football. Tato datová ko-
lekce má celkem 35 vrcholu˚ a 118 hran. Minimální a maximální hodnoty všech centralit
vypocˇítané pro tuto ohodnocenou i neohodnocenou datovou kolekci jsou zaznamenány
v tabulce 1.
Na obrázcích 11, 12, 13 a 14 jsou zobrazeny grafy síteˇ Football, kde na ose X je pokaždé
kolekce všech vrcholu˚ grafu a na ose Y jsou hodnoty dané centrality.
4.2 Les Miserables
Kolekce Les Miserables [14], je neorientovaná ohodnocená sít’ postav, které spolecˇneˇ vy-
stupují v románu Victora Huga "Les Miserables". Každý vrchol grafu reprezentuje jednu
postavu. Hrany grafu reprezentují dveˇ postavy, které se spolecˇneˇ objevily v jedné kapi-
tole románu. Váha hrany grafu prˇedstavuje pocˇet teˇchto spolecˇných výskytu˚ dvou po-
stav.
Graf je tvorˇen celkem 76 vrcholy a 254 hranami.
Na obrázku 15 je zobrazená grafická podoba datové kolekce Les Miserables.
Tabulka 2 zaznamenává minimální a maximální hodnoty všech centralit pocˇítaných
pro ohodnocenou i neohodnocenou variantu této datové kolekce.
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Obrázek 10: Datová kolekce Fotball
Centralita Ohodnocená Neohodnocená
min Degree 0,009 0,0294
max Degree 0,1925 0,2941
min Closeness 0 0
max Closeness 0,2 1
min Betweenness 0 0
max Betweenness 20 17
min PageRank 0.65 0.65
max PageRank 3.2336 2.6217
Tabulka 1: Minimální a maximální hodnoty centralit pro datovou kolekci Football
Obrázek 11: Datová kolekce Football - ohodnocená Degree centralita
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Obrázek 12: Datová kolekce Football - ohodnocená Closeness centralita
Obrázek 13: Datová kolekce Football - ohodnocená Betweenness centralita
Centralita Ohodnocená Neohodnocená
min Degree 0 0
max Degree 0,4079 0.1316
min Closeness 0 0
max Closeness 1 1
min Betweenness 0 0
max Betweenness 412 383
min PageRank 0.65 0.65
max PageRank 8,0137 8.3821
Tabulka 2: Minimální a maximální hodnoty centralit pro datovou kolekci Les Miserables
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Obrázek 14: Datová kolekce Football - ohodnocená PageRank centralita
Obrázek 15: Datová kolekce Les Miserables
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Obrázek 16: Datová kolekce Les Miserables - ohodnocená Degree centralita
Centralita Ohodnocená Neohodnocená
min Degree 0 0
max Degree 0.002 0.002
min Closeness 0 0
max Closeness 0.0556 1
min Betweenness 0 0
max Betweenness 2617 2410
min PageRank 0.65 0.65
max PageRank 60.5523 70.3612
Tabulka 3: Minimální a maximální hodnoty centralit pro datovou kolekci US-Airport
Na obrázcích 16, 17, 18 a 19 jsou zobrazeny grafy síteˇ Les Miserables, kde na ose X je
pokaždé kolekce všech vrcholu˚ grafu a na ose Y jsou hodnoty dané centrality.
4.3 US-Airport
Kolekce US-Airport, [15], je neorientovaná, ohodnocená sít’ obsahující data 500 nejvíce
vytížených amerických letišt’. Každý vrchol grafu prˇedstavuje jedno letišteˇ a každá hrana
grafu prˇedstavuje letecké spojení mezi dveˇmi letišti. Váhy hran pak znamenají pocˇet do-
stupných míst pro cestující daného leteckého spojení na jeden rok.
Na obrázku 20 je graficky zobrazena sít’ letišt’ datové kolekce US-Airport. Do obrázku
síteˇ nejsou zaznamenány Id jednotlivých vrcholu˚, ani váhy hran, protože kvu˚li jejich vel-
kému množství by byl graf velmi neprˇehledný.
V tabulce 3 jsou zaznamenány minimální a maximální hodnoty všech centralit pro
ohodnocenou i neohodnocenou variantu datové kolekce US-Airport.
Na obrázcích 21, 22, 23 a 24 jsou zobrazeny grafy síteˇ US-Airport, kde na ose X je
pokaždé kolekce všech vrcholu˚ grafu a na ose Y jsou hodnoty dané centrality.
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Obrázek 17: Datová kolekce Les Miserables - ohodnocená Closeness centralita
Obrázek 18: Datová kolekce Les Miserables - ohodnocená Betweenness centralita
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Obrázek 19: Datová kolekce Les Miserables - ohodnocená PageRank centralita
Obrázek 20: Datová kolekce US-Airport
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Obrázek 21: Datová kolekce US-Airport - ohodnocená Degree centralita
Obrázek 22: Datová kolekce US-Airport - ohodnocená Closeness centralita
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Obrázek 23: Datová kolekce US-Airport - ohodnocená Betweenness centralita
Obrázek 24: Datová kolekce US-Airport - ohodnocená PageRank centralita
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Obrázek 25: Datová kolekce Network Science
Centralita Ohodnocená Neohodnocená
min Degree 0.0003 0.0003
max Degree 0.0007 0.0011
min Closeness 0 0
max Closeness 19 1
min Betweenness 0 0
max Betweenness 302 349
min PageRank 0.65 0.65
max PageRank 4.005 3.9264
Tabulka 4: Minimální a maximální hodnoty centralit pro datovou kolekci Network
Science
4.4 Network Science
Kolekce Network Science [16], je ohodnocená komplexní sít’. Jedná se o spoluautorskou
sít’ veˇdcu˚ pracujících na teorii o sítích. Datová kolekce byla zkompletovaná M. New-
mannem v Kveˇtnu 2006. Tato komplexní sít’ byla složena z bibliografie dvou veˇdeckých
cˇlánku˚ o sítích, M. E. J. Newman, SIAM Review 45, 167-256 (2003) a S. Boccaletti et al.,
Physics Reports 424, 175-308 (2006). Datová kolekce se skládá z 1589 vrcholu˚, tento pocˇet
vrcholu˚ odpovídá pocˇtu veˇdcu˚ spolupracujících na teorii o sítích. Váhy hran jsou zalo-
ženy na pocˇtu spolecˇných prací a pocˇtu autoru˚ teˇchto prací.
Na obrázku 25 je zobrazen graf Network Science.
Tabulka 4 zaznamenává minimální a maximální hodnoty všech pocˇítaných centralit
pro ohodnocenou i neohodnocenou variantu datové kolekce Network Science.
Na obrázcích 26, 27, 28 a 29 jsou zobrazeny grafy síteˇ US-Airport, kde na ose X je
pokaždé kolekce všech vrcholu˚ grafu a na ose Y jsou hodnoty dané centrality.
Tabulka 5 zaznamenává cˇasovou nárocˇnost výpocˇtu˚ všech centralit pro ohodnocené i
neohodnocené varianty datových kolekcí.
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Obrázek 26: Datová kolekce Network Science - ohodnocená Degree centralita
Obrázek 27: Datová kolekce Network Science - ohodnocená Closeness centralita
Datová kolekce Degree Closeness Betweenness PageRank
Football - ohodnocená 1.8131 ms 8.2656 ms 3.8517 ms 3.1336 ms
Football - neohodnocená 2.3192 ms 8.3911 ms 4.3071 ms 3.2753 ms
Les Miserables - ohodnocená 2.2267 ms 2161.3274 ms 21.0118 ms 5.0355 ms
Les Miserables - neohodnocená 2.7742 ms 2012.4233 ms 21.0237 ms 4.8800 ms
US Airport - ohodnocená 29.4710 ms 2381.3197 ms 752.3575 ms 121.7492 ms
US Airport - neohodnocená 24.9027 ms 2074.4169 ms 740.7351 ms 122.3413 ms
Network Science - ohodnocená 56.0349 ms 23.1763 s 22.7009 s 133.4307 ms
Network Science - neohodnocená 56.5705 ms 23.1885 s 22.8221 s 137.1891 ms
Tabulka 5: Doba výpocˇtu centralit
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Obrázek 28: Datová kolekce Network Science - ohodnocená Betweenness centralita
Obrázek 29: Datová kolekce Network Science - ohodnocená PageRank centralita
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5 Záveˇr
Cílem této práce bylo navrhnout a naimplementovat aplikaci schopnou nacˇíst kolekce
dat ze souboru, spocˇítat cˇtyrˇi typy centralit a vypocˇtená data zapsat do souboru.
Podarˇilo se nacˇíst ru˚zné typy ohodnocených a orientovaných komplexníxh sítí, spo-
cˇítat ohodnocené i neohodnocené varianty centralit jejich vrcholu˚ a výsledky zapsat do
souboru.
Pro nalezení nejkratších cest mezi všemi dvojicemi vrcholu˚ v grafu byl pu˚vodneˇ
v aplikaci naimplementovaný Dijkstru˚v algoritmus. Tato implementace zpu˚sobila, že
beˇhem provádeˇní experimentu˚ byl výpocˇet Closeness a Betweenness centrality cˇasoveˇ
velmi nárocˇný. Neˇkdy trval výpocˇet u velké kolekce dat (1000 vrcholu˚ a více) až mi-
nutu. Proto byl v aplikaci Dijkstru˚v algoritmus nahrazen Floyd-Warshallovým algorit-
mem, který je implementacˇneˇ jednodušší.
Aplikace by mohla být ješteˇ doplneˇna o implementace algoritmu˚ pro výpocˇet dalších
typu˚ centralit.
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